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1. Intégrales dépendant d’'un parameétre

Exercice 1 (Intégrabilité en fonction d'un parameétre). Ftudier, en fonction du parametre
réel a, 'intégrabilité sur I'intervalle I de la fonction f, :

L fait— gorgmp [ =Ry 3. fart—exp(-0t" 1 I1=R,

2. fait— %ﬁ‘“”,l: R, 4. fa: t— In(a® - 2acos(t) +1),I = [0, 7]

Exercice 2 (Théoreme de la valeur initiale). Soit f une fonction de classe €' sur R’ telle
que f’ soit bornée et intégrable sur R;. On pose F: p — fRi exp(—p1) f(t)dt. Al'aide d'une
intégration par partie, démontrer que phIP pF(p) = liI‘(I)l f.

—+00 t—0+

Exercice 3 (Théoréme de la valeur finale). Soit f une fonction de classe €' sur R} telle
que f’ soit intégrable sur RY. On pose F: p — fR: exp(—p?t) f()dt. On souhaite démontrer
que lim pF(p)= lim f(?).

p*,0+ t—+00

1. Montrer que la fonction G: p— fRi exp(—pt) f'(t) est continue sur R,.

2. Endéduire lim G(p) =limf —limf.
n eulrepir{)l+ (p) J}ggf ar+nf

3. Montrer que pour tout p =0, on a G(p) = -limf + pF(p), puis conclure.
0+

lexp( (?+1)x%) dt

Exercice 4 (Calcul de I'intégrale de Gauss). Soit pour x € R, F(x) = 1

1. Montrer que F est de classe 6 sur R.

2. On pose h(x) = fox exp(— 2)dt. Exprimer F’ en fonction de h et de sa dérivée.
3. En déduire une expression de F en fonction de F(0) et de h.

4. Montrerque Vx€R, F(x)< exp(—xz)%

5. En déduire la valeur de 'intégrale fR+ exp(— 2)dt.

Exercice5. 1. Montrer que la fonction x — Jf %;x”dt est de classe € sur [0, +oo] et
donner une expression de sa dérivée.

2. En déduire la valeur de [ wm.

Exercice 6 (Transformée de Fourier d'une Gaussienne). Pour a € R}, on définit f,(¢) =

exp (—a%). On pose alors Ty (x) = [pexp(—ixt)fo(t)dt. Montrer que Ty est de classe

%' sur R et que T, est solution de I'équation différentielle y’ + %y =0, puis sachant que
Jpexp (—t?)dt = /7, en déduire une expression de T(f,).

Exercice 7 (Domination locale). On pose pour x € R, F(x) = 1 Sm(x )

exp(—1)dt.
1. Soit A€ R}. Montrer que la fonction F est continue sur le segment [0, A].
2. En déduire que F est continue sur R.

Exercice 8 (4*'Calcul de l'intégrale de Dirichlet).

Jireo sin@) sinf) exp(—xr)dt, et également pour £ =1, g(x, t) =

On pose pour x € Ry, F(x) =

% (xsin(¢) + cos(1)).

1. Montrer que Vx € R}, [y 2! sin(r)

exp(—xt)dt= 7 —arctan (x)
2. Montrer que VxeR,, F(x)=g(x,1)- f+°° g(x D dt.

3. En déduire que la fonction F est continue en 0%, puis calculer f0+°° Sin%dt.

2. Transformation d’intégrale en série

Exercice 9 (Transformations d’'intégrale en série). Montrer les égalités suivantes :

1. [y @ de= +ZOO—1 3. VpeN*, [i™ b dt:f—p!
= 2n+1)2 ’ 0 exp(t)-1 = np+l

2. [ dt= fi 4. VxeR, [0S0 g f—x
0 77 ln” ’ exp(f)-1 1x2+n2

Exercice 10 (Un calcul de la somme des inverses des carrés). On admet la valeur des inté-

I
- 2 win2n+l _ @"ny?
grales de Wallis: VneN, 7 sin®"*!(f)dt= (anm.

1. Déterminer le développement en série entiere de la fonction arcsin.

. =1 V27) | P
2. Endéduire que V€ [0,5], = 5 sin”"* (1),
= 2n+1@2"n)
7[2 +00 +00o
3. En déduire que Z- = ———, puis calculer —
W T = 2 G P 2

Exercice 11 (Fonctions entiéres bornées). Soit Z anz" une série entiére de rayon de con-

vergence infini, et f la fonction somme.

1 2@

1. Montrer que Vn € N, a,r" = 5- [ f(rexp(i6))exp (—inf)df (on admettra le

théoréme d’interversion pour les fonctions a valeur complexes).

2. On suppose que f est bornée sur C. Montrer que f est constante.
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3. Extrait du concours (3/2)

+00
Soit G la fonction qui, a tout réel x = 0, associe : G(x) = f e fr*de.
0

1.

2.

Montrer que, pour tout réel x = 0, 'intégrale G (x) est convergente.
Que vaut G (0)?

Soit A un réel strictement positif. Montrer que, pour tout réel strictement positif ¢,
et tout réel x de [0, A] :
le™t*| < (1+tY)e ™.

Montrer que G est continue sur [0, A].
Montrer que, pour toutréel x=0: G(x+1) = (x+1) G (x).

Calculer, pour tout entier naturel n : G (n).

4. Extrait du concours (5/2)

On considere la fonction f : R — R définie par

+00 qin2 t
fx =j(; Smf#exp(—t)dt

Etablir I'égalité :
X 1
VxeR, f arctan(2t)dt = xarctan(2x) — n In(1+ 4x%)
0
Pour x € R, montrer I'inégalité |sin x| < |x|.

Pour a > 0, montrer que la fonction f est de classe € 2sur]-a, al.
En déduire que la fonction f est de classe €2 sur R.
Pour x € R, calculer f”(x).

En déduire une expression de f a I'aide des fonctions usuelles.
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