
PT - TD Series Entières - Lycée Langevin Wallon D. Denoncin

1. Détermination de rayon de convergence

Exercice 1 (XRayon de convergence de la série dérivée). Soit (an) une suite. Montrer que

les séries entières
∑

an zn et
∑

nan zn ont même rayon de convergence.

Exercice 2 (Calcul de rayon de convergence). Déterminer le rayon de convergence de cha-
cune des séries entières suivantes, éventuellement en fonction du paramètre réel a :

1.
∑ (−1)n

2n −1
zn

2.
∑

exp
(−pn

)
zn

3.
∑ 3n +n

n2 +1
zn

4.
∑

ln(n!)zn

5.
∑(

1+ 1

n2

)n3

zn

6.
∑

na zn

7.
∑

an!zn

8.
∑

arctan(na)zn

9.
∑

exp
(
ln(n)a)

zn

2. Calculs de sommes de séries numériques et fonction somme de séries entières

Exercice 3 (Calculs de sommes de séries entières). Dans chacun des cas suivants, déter-
miner une expression de la fonction somme de la série entière en fonction des fonctions
usuelles. On donnera le rayon de convergence de la série entière associée.

1.
∑

n≥0
n2xn

2.
∑

n≥1

(−1)n

2n
x2n

3.
∑

n≥0
n(−1)n

xn

4.
∑

n≥1

(−1)n

2n −1
x2n

5.
∑

n≥0

n3 +n2 −1

n +1
xn

6.
∑

n≥2

1

n3 −n
xn

7. (j)
∑

n≥0

2n

(2n +1)!
xn

8. (j)
∑

n≥0

1

(4n +1)!
x4n+1

9. (j)
∑

n≥0
xbpnc

Exercice 4 (Calculs de somme de séries numériques). Déterminer la valeur de chacune
des expressions suivantes

1.
+∞∑
n=2

2n +n3n

(n −1)n5n .

2.
+∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
.

3.
+∞∑
n=0

(−1)n

(n +1)(2n +1)
.

4. lim
n→+∞

n∏
k=0

3
2k

k ! .

5. (j)
+∞∑
n=0

n−1∏
k=0

1−2k

2k +2
.

6. (j)
+∞∑
n=0

1

(3n)!
.

3. Développement en série entière

Exercice 5 (Utilisation des opérations algébriques). Dans chacun des cas suivants, donner

une série entière
∑

an xn dont la fonction proposée est la fonction somme. On donnera

également le rayon de convergence de la série entière.

1. x 7→ (1−x) ln(1−x)

2. x 7→ sin(x)
x

3. x 7→ ∫ x
0 exp(−t 2)dt

4. x 7→ arctan
(

1−x2

1+x2

)
5. x 7→ sin(4x)

sin(x)

6. x 7→
√

1−x
1+x

7. x 7→
(

ch(x)−1
x2

)2

8. x 7→ ln(1+x +x2)

9. x 7→ ∫ x
0

ln(1+t )
t dt

Exercice 6 (Utilisation d’une équation différentielle). Dans chacun des cas suivants, don-

ner une série entière
∑

an xn dont la fonction proposée est la fonction somme. On donnera

également le rayon de convergence de la série entière.

1. f : x 7→ ln
(
x+

p
1+x2

)
p

1+x2

2. f : x 7→ arcsin(
p

x)p
x(1−x)

4. Résolution de problèmes utilisant les séries entières

Exercice 7 (XRésolution d’équations différentielles). Pour chacunes des équations dif-
férentielles suivantes, déterminer les solutions développables en série entière. On donnera
en particulier une minoration du rayon de convergence et une expression de la somme de
la série utilisant les fonctions usuelles.

1. (1−x2)y ′−x y = 1

2. (1+x2)y ′′−2y = 0

3. 4x y ′′+2y ′− y = 0

4. (1−x2)y ′′−2x y ′+2y = 0

Exercice 8 (Serie génératrice exponentielle des nombres de Bell). On définit la suite (Bn)
par B0 = 1 et pour tout n ≥ 0,

Bn+1 =
n∑

k=0

(
n
k

)
Bk

1. Montrer que la série entière
∑ Bn

n! zn admet un rayon de convergence strictement

positif (on pourra montrer par récurrence que la suite
(

Bn
n!

)
est majorée par 1). On

note f la fonction somme de cette série entière.

2. Déterminer une équation différentielle du premier ordre vérifiée par la fonction f .

3. En déduire une expression de la fonction f .
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4. En déduire que ∀n ∈N, Bn = 1
e

+∞∑
n=0

kn

n!
.

Exercice 9 (Série génératrice de la suite de Fibonacci). On considère la suite de Fibonacci{
u0 = 0,u1 = 1

∀n ≥ 0, un+2 = un+1 +un
. Dans tout l’énoncé, on noteΦ= 1+p5

2 , etΦ=− 1
Φ .

1. Montrer que la série entière
∑

un xn admet un rayon de convergence strictement
positif (on pourra montrer en utilisant un théorème de première année que un =
O (Φn)). On note f la fonction somme de cette série entière.

2. Montrer que ∀x ∈ ]− 1
Φ , 1

Φ

[
, f (x) = x

1−x−x2

3. En utilisant une décomposition en éléments simples, retrouver l’expression suivante

de la suite de Fibonacci : un = 1p
5

(
Φn −Φn

)
(on pourra démontrer puis utiliser la fac-

torisation 1−x −x2 = (1−Φx)(1−Φx)).

Exercice 10 (Exponentielle complexe). Montrer que pour z ∈C, on a∣∣exp(z)−1
∣∣≤ exp(|z|)−1 ≤ |z|exp(|z|)

Exercice 11 (Un prolongement C ∞). Montrer que la fonction f : x 7→ 1
exp(x)−1 − 1

x est pro-
longeable en une fonction de classe C ∞ sur R (on pourra d’abord montrer que c’est le cas

pour la fonction x 7→ exp(x)−1−x
x2 ).

Exercice 12 (Existence d’une fonction dont les dérivées sont prescrites). Existe-t’il une
fonction f infiniment dérivable en 0 telle que ∀n ≥ 0, f (n)(0) = n2n! ?

Exercice 13 (jNombre de façons de rendre la monnaie). Dans ce problème on cherche
une expression explicite du nombre de façons de rendre la monnaie d’une valeurs de n
avec des pièces d’une valeur de 2 et 3. On pose

dn = card{(n1,n2) ∈N2, 2n1 +3n2 = n}.

1. En utilisant le produit de Cauchy et les entiers dn , exprimer le développement en
série entière de la fraction rationnelle 1

(1−x2)(1−x3)
.

2. Déterminer α,β,γ,δ,ε tels que

1

(1−x2)(1−x3)
= α

1+x
+ β

1−x
+ γ

(1−x)2 + δx +ε
1+x +x2

3. Donner le développement en série entière de la fraction rationnelle 1
(1−x)2 .

4. Donner le développement en série entière de la fraction rationnelle 1
1+x+x2 . On

pourra utiliser le fait que (1+x +x2)(1−x) = 1−x3.

5. En déduire une expression exacte et explicite de dn en fonction de n.

Exercice 14 (jDéveloppement en série entière d’une fonction inverse). Soit
∑

an zn une

série entière de rayon de convergence R strictement positif telle que a0 = 1. Soit S la fonc-
tion somme de cette série entière. On définit la suite (bn) par

b0 = 1

∀n ≥ 0, bn =−
n∑

j=1
a j bn− j

Enfin, soit ρ ∈]0,R[.

1. Soit C un nombre réel positif. Montrer que ∀n ≥ 1, C ≤ (1+C )n

2. Montrer que la suite
(
anρ

n
)

est bornée, puis en déduire qu’il existe K ∈ R+ telle que

∀n ≥ 0, |an | ≤
(

K
ρ

)n

3. Montrer que ∀n ≥ 0, |bn | ≤
(

2K
ρ

)n
.

4. En déduire que la série entière
∑

bn zn admet un rayon de convergence strictement

positif.

5. Montrer que la fonction x 7→ 1
S(x) est une fonction développable en série entière.

6. Montrer que la fonction tan est développable en série entière.

Exercice 15 (Nombre dérivée en 1 d’une fonction somme à termes positifs). Soit (an) une

suite à termes positifs. On suppose que la série entière
∑

an t n a un rayon de convergence

égal à 1, que
∑

an est convergente. On note f sa fonction somme.

1. Montrer que ∀t ∈ [−1,1] , f (t )− f (1)
t−1 =

+∞∑
n=0

( +∞∑
k=n+1

ak

)
t n

2. (j) En déduire que f est dérivable à gauche en 1 si, et seulement si la série∑
n

( ∑
k≥n+1

ak

)
est convergente, et qu’alors f ′(1) =

+∞∑
n=0

+∞∑
k=n+1

ak .
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5. Extrait d’un problème de concours (3/2)

On considère la fonction suivante

F : R → R

x 7→ exp(−x2)
∫ x

0 exp(t 2)dt

ainsi que l’équation différentielle E :

∀x ∈R, y ′+2x y −1 = 0

1. Montrer que la fonction F est de classe C ∞ sur R.

2. Montrer que F est solution de l’équation E .

3. Montrer que la fonction F est développable en série entière avec un rayon de con-
vergence infini.

On pose donc pour tout x ∈R, F (x) =
+∞∑
n=0

an xn .

4. Donner une relation de récurrence vérifiée par la suite (an), et préciser les valeurs de
a0 et a1.

5. Soit p ∈N. Exprimer a2p et a2p+1 en fonction de p.

6. En déduire l’expression du développement en série entière de F .

7. Quelle est la nature de la série de terme général

(−1)n4nn!

(2n +1)!
?

8. Montrer que la fonction

x 7→
∫ x

0
exp(t 2)dt.

est développable en série entière avec rayon de convergence infini, et donner la série
entière correspondante.

9. Déduire de tout ce qui précède que pour tout n ∈N,

n∑
k=0

(
n
k

)
(−1)k

2k +1
= 4n

(2n +1)

(
2n
n

)

6. Extrait d’un problème de concours (5/2)

Pour tout réel x de ]−1,1[, on pose : F (x) =
∫ π

2

0

d t

1−x cos t
.

1. Que vaut F (0) ?

2. Soit a ∈]0,1[. Étudier la dérivabilité de F sur [−a, a], et exprimer, pour tout réel x de
[−a, a], F ′(x) en fonction de x.

3. Étudier la dérivabilité de F sur ]−1,1[.

4. A l’aide du changement de variable u = tan
t

2
, montrer que, pour tout réel x de ]−1,1[

:

F (x) = 2p
1−x2

arctan

p
1+xp
1−x

.

5. En déduire, pour tout réel x de ]−1,1[, une relation entre F (x) et F (−x).

Pour ce qui suit, on utilisera le fait que, pour tout réel x de ]−1,1[ :

(1−x2)F ′(x) = xF (x)+1.

6. Donner la solution générale sur ]−1,1[, de l’équation homogène :

(E0) (1−x2)y ′(x)−x y(x) = 0.

7. A l’aide de la méthode de variation de la constante, donner la solution générale sur
]−1,1[ de l’équation différentielle :

(E ) (1−x2)y ′(x)−x y(x) = 1.

8. Donner les solutions respectives des problèmes de Cauchy

(P0)

{
(1−x2)y ′(x)−x y(x) = 1

y(0) = 0
.

et

(P1)

{
(1−x2)y ′(x)−x y(x) = 1

y(0) = π

2
.

9. Pour tout réel x de ]−1,1[, déduire de la résolution de (P1) une expression simplifiée
de F (x) avec la fonction arcsinus.
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