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1. Convergence d’'une intégrale

1.1. Définition et premiers exemples

Soient a < b deux éléments de RU {+o0}, et f :]a, b[ une fonction continue. Soit F une primitive de f.
On rappelle que les fonctions f et F sont reliées par le théoreme fondamental de '’analyse :

Viela,bl, F' (1) =f(r)

et que par conséquent, pour tout xg € ]a, b], on a

Vtela,bl, F(x)—F(xo):f f(ndt
X0

Définition 1: Intégrales convergente

On dit que l'intégrale [ f f est convergente si la fonction F admet une limite finie en a et en b.
On dit que I'intégrale est divergente autrement. On note alors

b b
f f::f f()dt:=limF —limF
a a b~ a*

Sila fonction f est continue (ou prolongeable par continuité) sur le fermé [a, b], alors I'intégrale est
toujours convergente. Plus généralement, il suffit d’étudier la limite d’'une primitive seulement en
les extremités en lesquelles la fonction f n’est pas prolongeable par continuité.

Proposition 3: Intégrales convergentes de référence

On a les résultats suivants :
11 q .
1. fo t—adt est convergente si et seulement si a <1,
2. [ tiadt est convergente si et seulementsi a > 1.

3. f0+°° exp (—at)dt est convergente si et seulement si a > 0.

Preuve :

Pour a # -1, la fonction F : t — W est une primitive de la fonction ¢ — tia sur l'intervalle
RZ. Cette fonction admet une limite finie en 0 si, et seulement si @ —1 < 0. Cette fonction admet
une limite finie en +oo si, et seulement si a —1 > 0. Le cas @ = —1 se traite en utilisant la fonction
logarithme, qui n’a de limite finie ni en 0 ni en +oo. Cela permet de démontrer les deux premiers
points.

Sia =0, lafonction t — exp (—at) est constante égale a 1, la fonction ¢ — ¢ en est une primitive etn’'a
pas de limite finie en +oo donc I'intégrale est divergente. Autrement, la fonction F: t — é exp (—at)

admet une limite finie en +oo, ce qui permet de démontrer le dernier point. ]

Les intégrales de fonctions puissances sont appelées intégrales de Riemann. Le résultat précédent
donne donc des conditions nécessaires et suffisante pour que les intégrales de Riemann soient
convergentes.
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Les intégrales folﬁdt, ST &dt, [ exp(-1)dt sont convergentes.  Les intégrales foltl—z,
+o00

f1 %dt, f0+°° exp(r)dt sont divergentes.

Proposition 6: Linéarité, positivité, croissance, relation de Chasles

Soient A, u € C, f, g deux fonctions continues sur ]a, b[ et c € ]a, b[ Alors :

1. (linéarité) Siles intégrales [ f fetf f g convergent, alors [, f (Af + pg) converge aussi et on
b b b
af A +ug=Af, f+1fq 8

2. (positivité) Si f est positive et | f f convergente, alors [ f f=o.
3. (croissance) Si f < g et que les intégrales | f f [ f g sont convergentes, [ f f</ f g.

4. (relation de Chasles) Si [ f, [ Cb f sont convergentes, alorsla [ f faussiet [ f f=lr+/ Cb f.

Preuve :

Soient F,G des primitives des fonctions f et g, que 'on peut supposer s’annuler en c. Alors
H: AF + uG est une primitive de A f + ug, donc admet une limite finie en a et b par opérations sur
les limites, ce qui permet de démontrer le premier point.

Si f est positive, alors F est croissante et comme elle s'annule en ¢ par hypothesese on a limF < 0
a

et lihmF >0, donc fff = l%)m—lirpF > 0.
- - a
La croissance est une conséquence de la positivité et de la linéarité.
Dire que les deux intégrales [; f et [, Cb f sont convergentes revient exactement a dire que la fonction

F admet une limite en a” et b~, et la définition de I'intégrale convergente donne I'égalité souhaitée.
[

1.2. Convergence de I'intégrale d’'une fonction positive

Soit f: [a, b[ — R, une fonction continue sur I'intervalle [a, b| et positive, avec a < b et a,b € RU {to0}.

Proposition 7: Majoration des primitives

Lintégrale [ : f est convergente si, et seulement sila primitive de f qui s’annule en a est majorée.

Preuve :

Soit F la primitive de f qui s’annule en a. Alors F est croissante puisque sa dérivée f est posi-
tive. Ainsi, d’apres le théoréme de la limite monotone, la fonction F admet une limite en b~ si, et
seulement si elle est majorée. [
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Proposition 8: Critere de majoration

Soit g une fonction continue positive sur [a, b[. On suppose que

e Vtela,bl, 0= f(r)<g(p),

. f g est convergente.

Alors [ : f est convergente.

Preuve :
Soient F, G les primitives des fonctions f et g respectivement qui s’annulent en a. Il suffit de dé-
montrer que la fonction F est majorée. On a par hypotheses :

Vtela,b[, 0<F(t)<G(1)
donc, par intégration des inégalités sur un intervalle de la forme [a, x] pour x € [a, b| :

Vxela b, 0=sF(x)<=Gx) = libr_nG

Donc la fonction F est majorée. [ |

Montrons que l'intégrale [, exp\)/(;—

I'intervalle [1, +o0[, et de plus on a

exp(—1)

NG est continue sur

9 dt est convergente. La fonction f: t —

Vi=1, 0< f(1)<exp(-1)

Lintégrale |, 1+°° exp(—t)dt étant une intégrale convergente de référence, on a d’apres la proposition
précédente que l'intégrale f1+°° &\/(;—t)dt est convergente.

Le résultat précédent reste valable si les fonctions sont continues sur I'intervalle ]a, b]. Ainsi on

peut montrer que fol exlz/(;_ D dt est convergente car la fonction f: t — &\/(;” est continue sur ]0,1] et
ona

1
Vrelo,1], 0<f(H)<—
€]0,1] (@) NG

exp(—

1)
NG dt est convergente.

Finalement, grace a I'exemple 9 et la relation de Chasles, I'intégrale [;°

Proposition 11: Critere de domination

Soit g une fonction continue sur I'intervalle [a, b| telle que
e / f g est convergente.

Alors [, : f est convergente.

| Preuve:
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Par hypotheses il existe 7 > 0 une constante C € R telle que

b—n>a quitte a diminuer la valeur de n
Vielb-nbl, f(H)=<Cg(

or l'intégrale fbb_n Cg est convergente par hypothéses. Ainsi l'intégrale |, If_n f est convergente par

critere de majoration. Or 'intégrale [, : " f est convergente car c’est I'intégrale d'une fonction con-
tinue sur un segment. Le résultat suit alors de la relation de Chasles appliquée a la fonction f
utilisant la décomposition [a, b[= [a,b—n] U [b—n, bI. [ |

Ce critere montre en particulier que seul le comportement au voisinage de b est important. Ce
critere peut s’appliquer directement si f = oy (f).

Proposition 13: Critere d’équivalence

Supposons la fonction f continue en a. Soit g une fonction continue positive sur [a,b[. On
suppose que

f~vg

Alors les intégrales |’ : fetf f g sont de méme nature.

Preuve :
Ona g=0y(f) et f = Op(g), d'ou le résultat par critere de comparaison. [

Etudions la convergence de I'intégrale ;" 222 In(r)dt. La fonction f : ¢ — 22 In(z) est continue
et positive sur [1, +ool. De plus on a

2In(1)
t3

U
donc les intégrales f1+°° f(ndtet f1+°° ln%dt ont méme nature. Or on a par croissances comparées :

In(?) 1
13 = O+oo (?)

+ . » L0z . T 2 +
avec [; % % intégrale de référence convergente. Ainsi l'intégrale ;" 2rtl

A2

In(#)dt est convergente.

2. Techniques de convergence et de calculs d’intégrales

2.1. Intégrales absolument convergentes

Soit I un intervalle d’extremités a, b € RU {+oo} avec a < b, et f : I — C une fonction continue.

Définition 15: Intégrale absolument convergente

On dit que l'intégrale [, f f est absolument convergente sil'intégrale [ f | f| est convergente.

La notion d’intégrale absolument convergente joue pour l'intégrale le role que joue la notion de
série absolument convergente pour les séries numériques.
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Les intégrales [, #dt et [ %(t’;)dt sont absolument convergente.

Définition 17: Fonction intégrable

Une fonction f est dite intégrable sur un intervalle I si elle y est continue et si son intégrale sur
I est absolument convergente.

Les fonctions t — —L et f— ZRUD

2 15z sont intégrables sur [0, +oo[. Plus généralement elles le sont
sur tout intervalle de la forme [a, +oo[ avec a € R : on dit plus simplement que ces fonctions sont

intégrables au voisinage de +oo.

Proposition 19: Absolue convergence implique la convergence

Si l'intégrale [ f f est absolument convergente, alors elle est convergente. On la note alors en
général [, f(1)dt.

glj;l;)‘(r)i;)ns f avaleurs réelles. On découpe f en partie positive f* et négative f~ de sorte que
f=r-r
Fl=r+r
On en déduit
0<f*< ’ f ‘
0<f < ’ f ‘

Et donc les fonctions f* et f~ sont intégrables sur I par critére de majoration pour les intégrales de
fonctions positives, donc par linéarité de I'intégrale on obtient que I'intégrale | f f(t)dt est conver-
gente.

Si maintenant f est a valeur complexes, alors on a

[Re(f)| < |f]
[Im(f)| =< |£]

ce qui montre que les deux fonctions Re(f) et Im(f) sont intégrables sur I, donc d’apres ce que 'on
vient de démontrer les intégrales | f Re(f) et [, f Im(f) sont convergentes, donc de méme pour

fabf::fabRe(f)+ifabIm(f)

par linéarité de 'intégrale u

oo exp(it)

Lintégrale [ 225

dt est convergente.
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Un des intéréts de la notion de convergence absolue, méme si elle n’est pas équivalente a la notion
de convergence, est de permettre de ramener |’étude de la convergence d'une intégrale a celle d'une
fonction positive pour lesquelles il existe des critéres simples de convergence. Ainsi, les critéres de
domination s’appliquent naturellement en remplacant les fonctions par des fonctions a valeurs
complexes et le mot "convergence" par "convergence absolue".

De plus, la notion d’intégrale convergente ne dépendant que du comportement au voisinage des
bornes, on peut employer les expressions "intégrables au voisinage de b" au lieu de "convergence
absolue" dans les criteres de comparaisons. Ainsi: si on a f = Op(g) avec f,g : [a,b] — C des
fonctions continues, si g est intégrable au voisinage de b, alors f aussi. On en déduit que l'intégrale
/ : f est convergente.

Lintégrale fR: &tm exp(—t)dt est absolument convergente. En effet la fonction f: t — &t(” exp(—1)

est prolongeable par continuité en 0, continue sur R’ et par croissances comparées on a

sin(f)

1
exp(— t)‘ = O(?)

avec t — % intégrable au voisinage de +oo. Ainsi la fonction f est prolongeable par continuité en 0
et intégrable au voisinage de +oo : elle est donc intégrable sur R7.

2.2. Intégration par parties

Théoreme 23: Intégration par parties

Soient f et g deux fonctions de classe 6! sur I'intervalle ]a, b[. On suppose que la fonction fg
admet une limite en a* et b™. Alors les intégrales

fabfg’ et f:f’g

sont de méme nature et en cas de convergence on a |'égalité

fabfg’= [fg]Z—fabf’g

Preuve :
Non exigible. u

Montrons que l'intégrale [,

eXI\)/(;m dt est convergente. Posons u: t— —iexp(it)etv:t— % Ona

lim uv(t) = —iexp(i)
t—1+

lim uv(®) =0
t—+oo

donc par théoréme d’intégration par parties, I'intégrale 1+°° u'v= 1+°° &\/(_tmdt est de méme nature

oo exp(it)

que lintégrale [ v'u=— [ .- Orona
exp(it) _0 ( 1 )
N
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et la fonction ¢ — ﬁ est intégrable sur l'intervalle [1, +oo[. Donc la fonction ¢ — %\%n est égale-

ment intégrable sur 'intervalle [1,+oo[ et donc son intégrale est convergente. On en déduit que

I'intégrale f1+°° &;mdt est convergente. On en déduit en particulier que les intégrales |’ 1+°° Sin—\/({)dt

et [ &\/Et”dt sont convergentes.

On a volontairement omis les hypothéses de régularité des fonctions u et v dans la rédaction car
en pratique celles-ci ne seront pas exigées.

Montrons que l'intégrale f0+°° texp(—1t)dt est convergente et donnons sa valeur. Posons u: t — t et
v:t— —exp(—t). Alors on a par croissances comparées

limuv(t) =0
—0

Iim uv(t)=0
t—+o00

donc par théoréme d’intégration par parties les intégrales 0+°° uv' = 0+°° texp(—t)dt et
Jo e u'vdt = f°° —exp(~1)dt ont méme nature. En particulier I'intégrale ;" rexp(-#)dt est con-
vergente car l'intégrale f0+°° exp(—1)dt est une intégrale convergente de référence et la formule
d’intégration par parties donne :

+00 +00
f texp(—t)dt= —f —exp(—1dt
0 0
=1

2.3. Changement de variables

Théoreme 27: Changement de variables

Soit f une fonction continue sur I'intervalle ] a, b[ et une fonction ¢ : | a, B[ — ] a, b| bijective et
de classe €. Alors les intégrales
b 5
Jre
a a

sont de méme nature et sont égales en cas de convergence.

@' |fop

Preuve :
Non exigible. [ |

Montrons la convergence de I'intégrale f0+°° Wdt et calculons sa valeur. La fonction f: t —

w est continue sur l'intervalle 10, +oo[ et la fonction

p: RY — R}
t — t

est une bijection de classe €. Par théoréme du changement de variable, les intégrales

+00 +00
f et f fopg' :f 2exp(—r)dt
R 0 0
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sont de méme nature et égales en cas de convergence. On conclut donc que l'intégrale

f0+°° Wdt est convergente et que

[eelys

dt=2
Vi
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